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ة ال  خامسةالمحاضر

 تمرين: 

ن صورة القطعة المستقيمة  𝑧1]عي ّ , 𝑧2]  ي طرفاها
𝑧1الت  = −𝜋 + 𝑖 , 𝑧2 = 𝜋 + 𝑖  وَفق

 . 𝑐𝑜𝑠𝑧التابع 

 الحل: 

𝑧لتكن   ∈ [𝑧1, 𝑧2] 
ّ
𝑧، عندئذٍ فإن = 𝑥 + 𝑖  حيث−𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 وإن صورة ،𝑧  : 

𝑤 = cos 𝑧 = cos(𝑥)  𝑐ℎ (1) − 𝑖 sin(𝑥)  𝑠ℎ (1) 

 : هي  𝑤فإن إحداثيات النقطة الصورة ومنه 

𝑢 = 𝑐ℎ (1). cos 𝑥   , 𝑣 = −𝑠ℎ (1). sin 𝑥  

 
ّ
cos(𝑥)بما أن = cos(−𝑥) , − sin(𝑥) = sin(−𝑥) سنستبدل هذه المقادير بما ،

ي 
 ، لتوحيد الوسيط، أي سنكتب: 𝑤يساوي  ها فن

𝑢 = 𝑐ℎ (1). cos(−𝑥)  , 𝑣 = 𝑠ℎ (1). sin(−𝑥) 

: 𝑥−الخطوة التالية هي حذف الوسيط   ، وذلك كما يلي

𝑢

𝑐ℎ (1)
= cos(−𝑥)  ,

𝑣

𝑠ℎ (1)
= sin(−𝑥) 

𝑢2

(𝑐ℎ (1))
2 +

𝑣 2

(𝑠ℎ (1))
2 = 1 

𝑤وَفق التابع  𝑧صورة  𝑤إذن  = cos 𝑧  ونصفا  (0,0)تقع عل القطع الناقص الذي مركزه

,𝑐ℎ(1)قطريه هما  𝑠ℎ(1) ي
  𝑜𝑢 هو  ، ومحوره المحرف 

ّ
𝑠ℎ (1)"لأن < 𝑐ℎ(1)" . 

  𝑧عندما تمسح 
ّ
,𝜋−]ستمسح المجال  𝑥القطعة المستقيمة، فإن 𝜋]  وبالتالي سيمسح ،

,𝜋−]المجال  𝑥−الوسيط  𝜋]  من𝜋   إل−𝜋  وستمسح الصورة ،𝑤  القطع الناقص السابق

 بكامله. 

ي  لإيجاد 
 حساب  القطع الناقص محرف 

ً
:    𝑐علينا أولا  كما يلي

𝑐2 = 𝑎2 − 𝑏2 = 𝑐ℎ2(1) − 𝑠ℎ2(1) = 1 

ن   المحرقي 
ّ
 : هما  وبالتالي فإن

𝐹(0 + 𝑐, 0) = (1,0)  , 𝐹′(0 − 𝑐, 0) = (−1,0) 

ي طر لنوجد صور 
 : وبعض نقاطها  القطعة المستقيمة فن

cos 𝑧1 = cos(−𝜋 + 𝑖) = cos(−𝜋) 𝑐ℎ 1 − 𝑖 sin(−𝜋) 𝑠ℎ1 = −𝑐ℎ1 
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cos 𝑧2 = cos(𝜋 + 𝑖) = cos(𝜋) 𝑐ℎ 1 − 𝑖 sin(𝜋) 𝑠ℎ1 = −𝑐ℎ1 

𝑐𝑜𝑠 𝑧𝐴 = 𝑐𝑜𝑠 (−
𝜋

2
+ 𝑖) = 𝑐𝑜𝑠 (−

𝜋

2
) 𝑐ℎ 1 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛 (−

𝜋

2
) 𝑠ℎ1 = 𝑖𝑠ℎ1 

cos 𝑧𝐵 = cos (
𝜋

2
+ 𝑖) = cos (

𝜋

2
) 𝑐ℎ 1 − 𝑖 sin (+

𝜋

2
) 𝑠ℎ1 = −𝑖𝑠ℎ1 

ه إذا مُسحت القطعة المستقيمة كاملة من 
ّ
ن أن كامل   ، فإن الصورة ستمسح𝑧2إل  𝑧1مما يبي ّ

  القطع
 
𝑤1من ذروته  انطلاقا = −𝑐ℎ1انظر الشكل(.  ، مرة واحدة مع عقارب الساعة( 

 

 

 

 

𝐷0هي صورة القطعة المستقيمة  ما  مثال:  = {𝑧 = 𝑥 ∶  −𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋} 

  الحل: 

ي ل    cosبالتعويض بالشكل الجبر 𝑧  من لأجل 𝑧 من القطعة𝐷0  : 

𝑢 = 𝑐ℎ(0).cos 𝑥 = cos 𝑥  , 𝑣 = 𝑠ℎ (0) sin 𝑥 = 0 

 
ّ
 أا وبم 𝑜𝑢الصورة تقع عل المحور  نجد أن

ّ
𝑢ن = cos 𝑥  [1,1−]تمسح المجال  

ّ
 فإن

ثم إل  ، 0إل  1− من النقطة  ابتداءً  𝑜𝑢ستمسح القطعة المستقيمة عل المحور الصورة 

 إل  0إل ثانية تعود ل   1+الطرف الآخر
 
ا المجال  𝑥عندما تمسح مرة أخرى وذلك  1−وأخب 

[−𝜋, 𝜋] . 

 

ك للطالب"تمرين:   "يب 

ة للقطعة  ن صورة القطعة النظب  عي ّ

ي 
السابقة، وهي القطعة المستقيمة والت 

𝜋طرفاها   − 𝑖 , −𝜋 − 𝑖 . 

  .
 
ي الرسم جانبا

 أي القطعة الموضحة فن
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ر صورة شريط شاقولي عرضه   : وَفق تابع التجيب 𝟐𝝅تعيي 

𝐷1بطريقة مماثلة لإيجاد صورة القطعة المستقيمة  = {𝑥 + 𝑖 ∶  𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋]}   ي
فن

𝐷𝑦0نستطيع بيان أن صورة قطعة مستقيمة  التمرين أعلاه
= {𝑥 + 𝑖𝑦0 ∶  𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋]} 

ي غب  معدوم 
بت 𝑦0، لأجل أي عدد حقيق 

َّ
(، هي  𝑜𝑥)القطعة غب  محمولة عل المحور  مث

 : القطع الناقص الذي معادلته

𝑢2

(𝑐ℎ (𝑦0))
2 +

𝑣 2

(𝑠ℎ (𝑦0))
2 = 1 

ي وهذا قطع مركزه المبدأ 
,  𝐹(1,0)، محرقاه  𝑜𝑢، محوره المحرف  𝐹′(−1,0)  ونصفا قطريه

𝑎هما  = 𝑐ℎ (𝑦0)  ،𝑏 = 𝑠ℎ (𝑦0) . 

ي 
  𝑦0كان حال  فن

 
 𝐿 هي القطعة المستقيمة 𝐷0 لقطعة المستقيمةفإن الصورة ل معدوما

ي طرفاها  𝑜𝑢المحمولة عل 
,  𝐹(1,0)الت  𝐹′(−1,0) . 

𝐷𝑦0 القطعة المستقيمةمما سبق نجد أنه عندما تمسح 
النصف العلوي من الشريط  

 : الشاقولي 

𝑆 = {𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ∶ 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋], 𝑦 ∈ ]−∞, ∞[} 

𝑜𝑢 (𝑦0من القطعة المحمولة عل  ابتداءً   = 𝑜𝑣إل أعلاه نحو  ( 0 صورة هذه مسح ست +

متحدة  ،بقطوعٍ ناقصةثم  𝐿من القطعة  ابتداءً  ( 𝑜𝑢𝑣المستوي القطعة كامل المستقر )

 تتوسع حت  تمسح كامل المستوي.  ،والمحارق (0,0)المركز 

cosبما أن  𝑧 ( ي cos(−𝑧)تابع زوجر = 𝑐𝑜𝑠𝑧 فإن صورة النصف السفلي من الشريط )

 𝑜𝑢𝑣للمستوي العقدي  مساوية ( ستكون مساوية لصورة النصف العلوي له أي𝑜𝑥)تحت 

.  𝑜𝑢𝑣بكامله. بالنتيجة فإن صورة الشريط هي المستوي  ن  ممسوح مرتي 

 تمرين
 
ن صورة المنطلق : مستفيدا  𝑜𝑥𝑦 أي المستوي من معرفتك لصورة الشريط أعلاه عي 

cosوفق  𝑧 . 

ن النقاط الشاذة للتابع  تمرين:  𝑓(𝑧)عي ّ =
1

cos𝑧−𝑖
 . 

ي "
 تحليلي لا يكون التابع عندها النقطة الشاذة لتابع هي النقطة الت 

 
 "ا

 الحل: 

 المقام تحليلي عل ℂالبسط تحليلي عل 
ّ
 ℂ، كما أن

ّ
 ℂتحليلي عل  𝑐𝑜𝑠، لأن

ّ
، ومنه فإن

cosهي أصفار المقام فقط، أصفار المقام هي حلول المعادلة  𝑓النقاط الشاذة ل    𝑧 − 𝑖 = 0 

cos 𝑧 = 𝑖     ⟺
𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧

2
= 𝑖 ⟺ 𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧 − 2i = 0   

⟺ (𝑒𝑖𝑧)2 − 2i𝑒𝑖𝑧 + 1 = 0 
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𝑒𝑖𝑧 بفرض  = 𝑡 ، :تصبح المعادلة السابقة بالشكل 

𝑡2 − 2𝑖𝑡 + 1 = 0 

Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = (−2𝑖)2 − 4(1)(1) = −8 

  ومنه
ّ
𝛿فإن = 𝑖√8 = 2𝑖√2    جذر تربيعي لΔ  هما:  نللمعادلة حلان مختلفا، وبالتالي  

𝑡1 =
−𝑏 + 𝛿

2
=

−(−2𝑖) + 2𝑖√2

2
= 𝑖(1 + √2) 

𝑡1 =
−𝑏 − 𝛿

2
=

−(−2𝑖) − 2𝑖√2

2
= 𝑖(1 − √2) 

cosنحصل عل حلول المعادلة  𝑧 − 𝑖 = ن  0  : بحل المعادلتي 

𝑒𝑖𝑧 = 𝑖(1 + √2)    (1) 

𝑒𝑖𝑧 = 𝑖(1 − √2)  (2) 

 :  (1)حل المعادلة 

𝑒𝑖𝑧 = 𝑖(1 + √2)  ⟺  𝑒𝑖𝑥−𝑦 = |1 + √2|𝑒𝑖
𝜋

2  

                                  ⟺  𝑒−𝑦𝑒𝑖𝑥 = |1 + √2|𝑒𝑖
𝜋

2  

                                  ⟺ 𝑒−𝑦. 𝑒𝑖𝑥 = (1 + √2)𝑒𝑖
𝜋

2  

                                  ⟺ 𝑒−𝑦 = 1 + √2 , 𝑥 =
𝜋

2
+ 2𝜋𝑘 ∶ 𝑘 ∈ ℤ   

 : هي  (1)مجموعة الحلول و 

 𝐴1 = {𝑧𝑘 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = (
𝜋

2
+ 2𝜋𝑘) − 𝑖 𝑙𝑛 (1 + √2) ∶  𝑘 ∈ ℤ } 

 :  (2)حل المعادلة 

𝑒𝑖𝑧 = 𝑖(1 − √2)  ⟺  𝑒𝑖𝑥−𝑦 = |1 − √2|𝑒𝑖(−
𝜋

2
) 

                                  ⟺  𝑒−𝑦𝑒𝑖𝑥 = |1 − √2|𝑒𝑖(−
𝜋

2
) 

                                  ⟺ 𝑒−𝑦. 𝑒𝑖𝑥 = (√2 − 1)𝑒𝑖(−
𝜋

2
) 

                                  ⟺ 𝑒−𝑦 = √2 − 1 , 𝑥 = −
𝜋

2
+ 2𝜋𝑘 ∶ 𝑘 ∈ ℤ   

 : هي  (2) للمعادلة مجموعة الحلولو 
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 𝐴2 = {𝑤𝑘 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = (−
𝜋

2
+ 2𝜋𝑘) − 𝑖 𝑙𝑛 (√2 − 1) ∶  𝑘 ∈ ℤ }  

cosفإن مجموعة حلول بالنتيجة  𝑧 − 𝑖 = cos، وبالتالي أصفار 0 𝑧 − 𝑖  :هي المجموعة 

𝐴 = 𝐴1 ∪ 𝐴2 = {𝑤𝑘 , 𝑧𝑘   ∶  𝑘 ∈ ℤ  } 

𝑓(𝑧)وهي مجموعة النقاط الشاذة للتابع   =
1

cos𝑧−𝑖
ئ أن مجموعة  𝐴هي   ، وهذا يكافن

 .  ℂ\𝐴تحليلية هذا التابع هي 

,𝒄𝒐𝒕𝒈 𝒛 تابعا الــ  𝒕𝒂𝒏 𝒛 : 

 :  كما يلي
 
 هما تابعان يُعطيان تعريفا

tan 𝑧 ≔
sin 𝑧

cos 𝑧
&  𝑐𝑜𝑡𝑔 𝑧 ≔

cos 𝑧

sin 𝑧
 

ن والمشتق لكل منهما: مجموعة قابلية اشتقاق لنوجد   هذين التابعي 

 :   𝑐𝑜𝑡𝑔 𝑧 نبدأ ب 

 من البسط والمقام تحليلي عل 
ً
 كلا

ّ
 ℂإن

ّ
فرق أصفار  ℂتحليلي عل  𝑐𝑜𝑡𝑔 𝑧، وبالتالي فإن

sinحلول المعادلة  المقام، أصفار المقام هي  𝑧 = 0  : 

sin 𝑧 = 0 ⟺
𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧

2𝑖
= 0 ⟺ 𝑒𝑖𝑧 = 𝑒−𝑖𝑧 

   ⟺ 𝑖𝑧 = −𝑖𝑧 + 2𝜋𝑘𝑖 ∶ 𝑘 ∈ ℤ ⟺ 𝑧 = −𝑧 + 2𝜋𝑘 ∶ 𝑘 ∈ ℤ  

                  ⟺ 𝑧 = 𝜋𝑘 ∶ 𝑘 ∈ ℤ 

 أصفار التابع 
ّ
sinومنه فإن 𝑧  العقدي هي نفسها أصفار التابعsin 𝑥 ي ومنه

  الحقيق 
ّ
فإن

𝑐𝑜𝑡𝑔 𝑧  تحليلي علℂ\{𝜋𝑘: 𝑘 ∈ ℤ}  :ويعطى مشتقه بالمساواة . 

(𝑐𝑜𝑡𝑔 𝑧)′ =
− sin2 𝑧 − cos2 𝑧

sin2 𝑧
 

(𝑐𝑜𝑡𝑔 𝑧)′ =
−1

sin2 𝑧
= −(1 + 𝑐𝑜𝑡𝑔2𝑧) 

𝑐𝑜𝑠هي نفسها أصفار التابع  𝑐𝑜𝑠 𝑧أن أصفار  نجد  الأسلوببنفس  𝑥  ي
 و الحقيق 

ّ
 𝑡𝑎𝑛 𝑧 أن

}\ℂتحليلي عل 
𝜋

2
+ 𝜋𝑘: 𝑘 ∈ ℤ} ويُعطى مشتقه بالمساواة . : 

(𝑡𝑎𝑛 𝑧)′ =
1

cos2 𝑧
= 1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑧 

ة الخامسة  ... ...انتهت المحاضن


